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ОБЪЕКТЫ
Блок D
ИЗМЕРИМЫЕ
ОБЪЕКТЫ

Измерить все, что измеримо,

 и сделать измеримым то, что неизмеримо

Галилео ГАЛИЛЕЙ

M.C..Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Математический анализ – искусство считать и точно измерять то, существование чего непостижимо для разума.
Франсуа Мари ВОЛЬТЕР

Мы уже убедились в том, что числа обладают массой великолепных свойств, отталкиваясь от которых можно прийти к тем или иным типам структуризованных множеств. Числа можно сравнивать между собой, выполнять над ними различные операции и оценивать степень их близости, что привело нас к рассмотренным ранее структурам. Однако существует еще удивительное свойство, с которым настала пора познакомиться. Оказывается, числовые множества обладают определенными "размерами". Обобщение этого понятия приводит к определению меры множеств и измеримых структур, которые и составляют заключительный блок четвертого этажа. 

Блок включает в себя две секции. В первой из них располагаются измеримые пространства – множества с выделенным семейством подмножеств, которые, в принципе, можно "измерять". Во второй секции находятся пространства с мерой, в которых измеримым множествам уже ставится в соответствие некоторая количественная характеристика, называемая мерой. Теория меры и связанная с ней теория интегрирования лежат в основе многих результатов функционального анализа, теории вероятностей и др.
Следует отметить, что в аксиоматику действительных чисел входят лишь порядковые, алгебраические и топологические свойства. Тем самым измеримые объекты можно было бы отнести к объектам, наделенным смешанной структурой, что соответствует Этажу 5. Однако, как мы уже отмечали, деление Математики на этажи, блоки, секции и др. носит условный характер.  
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ИЗМЕРИМЫЕ

ОБЪЕКТЫ

Секция I
ИЗМЕРИМЫЕ
ПРОСТРАНСТВА

Сила разума в том, что он признает

 существование множества вещей, 

ему непостижимых.

Блез ПАСКАЛЬ
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Измерение величин является исходным пунктом всех приложений математики.

Анри ЛЕБЕГ

Измеримое пространство представляет собой множество, на котором выделено произвольное семейство подмножеств, т.е. объектов, которые можно "измерять". Среди измеримых пространств особо важную роль играют (-алгебры, замкнутые относительно основных теоретико-множественных операций. Количественная характеристика измеримых множеств на (-алгебре осуществляется во второй секции блока с помощью дополнительной структуры, называемой мерой. 

Комната 4D.1. Измеримые пространства
Наука родилась из веры в математическую сущность природы, утвердившуюся задолго до того, как это удалось проверить экспериментально.

Джон Герман РЭНДАЛЛ

Пусть задано некоторое множество Х и семейство Г его подмножеств.

Определение 4D.1. Пара (Х,Г) называется измеримым пространством XE "пространство:измеримое"  с носителем Х и системой измеримых множеств XE "множество:измеримое"  Г.

Если (Х,Г) – измеримое пространство, то говорят, что на множестве Х задана измеримая структура XE "структура:измеримая" .

Замечание 4D.1. Мы вновь имеем дело со структуризованным множеством – парой, характеризуемой носителем и структурой, в данном случае – системой измеримых множеств.

Замечание 4D.2. Смысл измеримого пространства состоит в том, что на данном множестве выделяется семейство подмножеств, за которыми сохраняется потенциальная возможность быть в некотором смысле "измеренными". Количественная характеристика измеримых множеств дается лишь для более узкого класса пространств с мерой (см. Секция II). Здесь наблюдается определенная аналогия с предшествующим блоком (см. Рис. 4D.1). Если в топологических пространствах общего вида имеется лишь качественная оценка близости точек, то в метрических пространствах (топологических пространствах, наделенных дополнительной структурой) близость уже может быть оценена количественно.
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топологическое   пространство       имеет смысл   близость точек     измеримое   пространство     имеет смысл   измеримость множества  

метрическое   пространство       можно определить   расстояние между точками     пространство   с мерой      можно определить   размер множества    


Рис. 4D.1. Соотношение между измеримыми и топологическими объектами.
Замечание 4D.3. Очевидно, всякое топологическое пространство является измеримым пространством, в котором любое открытое множество измеримо. Таким образом, топологическую структуру можно считать частным случаем измеримой. Однако в теории меры изучаются принципиально иные свойства множеств, чем в теории топологических пространств. В частности, для измеримых структур важны свойства множеств в целом, т.е. глобальные характеристики объектов, в то время как топология рассматривает и специфические особенности отдельных точек, т.е. локальные свойства. В этой связи с топологическую и измеримую структуры множеств желательно изучать независимо друг от друга.

Для измеримых пространств можно ввести стандартные конструкции. В частности, измеримое пространство (Y,() является измеримым подпространством (Х,Г), если справедливы вложения 
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 Отталкиваясь от определения топологического подпространства, можно считать что измеримая структура пространства (Х,Г) индуцирована на подмножество Y носителя X, если она характеризуется равенством 
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 При этом пара (Y,() будет измеримым подпространством (Х,Г). Произведением измеримых пространств (Х,Г) и (Y,() назовем пару (Х(Y, Г((), где Г(( = {M(N| M(Г, N((}.
При изучении структуризованных множеств любой природы нас интересовали операторы, сохраняющие рассматриваемую структуру. Пусть заданы измеримые пространства (Х,Г), (Y,() и оператор А : Х ( Y (см. Рис. 4D.2).

Определение 4D.2. При выполнении включения А-1(М)(Г для всех М(( говорят, что задан измеримый оператор XE "оператор:измеримый"  A:(Х,Г)((Y,(). Оператор называют измеримым изоморфизмом XE "изоморфизм:измеримым" , если он обратим, причем как он сам, так и обратный к нему оператор, являются измеримыми. Если существует измеримый изоморфизм из одного измеримого пространства в другое, то эти пространства называются изоморфными XE "пространства:измеримые, изоморфные" .

Замечание 4D.4. Измеримый оператор играет ту же роль в теории измеримых пространств, что и монотонный оператор, гомоморфизм и непрерывный оператор для упорядоченный множеств, универсальных алгебр и топологических пространств. В теории категории измеримый оператор является морфизмом категории измеримых пространств (см. Этаж 6). Измеримый изоморфизм относится к классу изоморфизмов данной категории. Непрерывный оператор в топологических пространствах характеризуется тем, что прообраз любого открытого множества открыт, а значит, любой непрерывный оператор измерим. Следовательно, категория топологических пространств является подкатегорией категории измеримых пространств.
Как и для других типов структуризованных множеств имеет смысл свойство структуры, называемое в данном случае измеримым свойством XE "свойство:измеримое" . Оно не меняется при измеримых изоморфизмах. К таковым относятся, например, различные свойства универсальной алгебры системы измеримых множеств, а также возможность введения меры (см. последующие комнаты). Естественно, изоморфные измеримые пространства обладают одинаковыми измеримыми свойствами.
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Рис. 4D.2. Изоморфизм измеримых пространств.

Понятие измеримого пространства является чрезвычайно общим, а потому – мало содержательным. Рассмотрим некоторые важные классы измеримых пространств. Пусть задано измеримое пространство (Х,Г). 
Определение 4D.3. Семейство Г называется кольцом множеств XE "кольцо:множеств" , если оно замкнуто относительно операций пересечения и симметрической разности. Кольцо Г на Х называется алгеброй множеств XE "алгебра:множеств" , если в его состав входит множество Х. Алгебру множеств называют -алгеброй XE "-алгебра:множеств" , если она замкнута относительно счетных объединений.

Очевидно, кольцо множеств непременно включает в себя пустое множество в силу равенства ( = M ( M для любого множества M. Учитывая равенства 

M ( N  =  (M(N) ( (M( N),  M \ N  =  M ( (M(N),

установим, что на кольце множеств определены также операции объединения и разности. 

Замечание 4D.5. С алгебраической точки зрения кольцо множеств является коммутативным ассоциативным кольцом с симметрической разностью в качестве сложения и пересечением в качестве умножения (см. Блок B, Пример 4B.29). При этом пустое множество оказывается единичным элементом относительно сложения. Дополнения являются обратными элементами по отношению к операции сложения. Алгебра множеств является кольцом с единицей относительно умножения. Однако в определении -алгебры уже используются бесконечная процедура, что характерно для топологических, а не алгебраических объектов. σ-алгебра включает как счетные пересечения, так и счетные объединения множеств, поскольку она замкнута относительно дополнений. Вспоминаем, что топология содержит произвольные объединения и конечные пересечения своих элементов.
На одноэлементом множестве Х = {х} можно ввести три семейства измеримых множеств: Г1 = {Х}, Г2 = {(} и Г3 = {(,Х}. В первом случае мы не имеем кольца, поскольку симметрическая разность Х(Х пуста, а пустое множество не измеримо в смысле Г1. Во втором случае мы имеем кольцо, но не алгебру, поскольку теоретико-множественные операции над пустым множеством дают пустое множество, а само множество Х не измеримо. В третьем случае получаем не только алгебру, но даже (-алгебру. Сравнительная характеристика структур на одноэлементном множестве изображена в Табл. 4D.1.
Таблица 4D.1. Структуры на множестве Х = {х}.

	объект
	порядковый
	алгебраический
	топологический
	измеримый

	структура
	отношение
порядка
	операция
	топология
	измеримые
множества

	определение
	x ( x
	x ( x = x
	( = {(,{x}}
	Г = {(,X}

	тип объекта
	вполне упорядоченное

множество
	коммутативная

группа     
	топологическое

пространство      
	(-алгебра


Значительно больше измеримых пространств можно задать на двухэлементном множестве.

Пример 4D.1. Двухэлементные множества. Рассмотрим двухэлементное множество Х = {х,у}. На нем семейство Г1 = {(,{x},{y}} не является кольцом (симметрическая разность множеств {x} и {y} составляет всё множество Х, не входящее в состав Г1), Г2 = {(,{x}} – кольцо, но не алгебра, поскольку не включает носитель, а множество Г3 = {(,X} и булеан – алгебрами и даже (-алгебрами (см. Рис. 4D.3). (
Пример 4D.2. Борелевские множества XE "множество:борелевское" . На топологическом пространстве (Х,() топология является алгеброй тогда и только тогда, когда любое открытое множество замкнуто. Наименьшая (в смысле вложения) (-алгебра Г, включающая топологию (, называется борелевской (-алгеброй XE "(-алгебра:борелевских множеств" , а ее элементы – борелевскими множествами или множествами, измеримыми по Борелю XE "множество:измеримое по Борелю" . Топологическая характеристика борелевских множеств рассматривалась в Блоке C. (
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Рис. 4D.3. Измеримые пространства на двухэлементном множестве.

Пример 4D.3. События XE "событие" . Рассматривается семейство Г всевозможных событий – подмножеств множества Х элементарных событий. Объединением событий является событие, которое состоит в реализации хотя бы одного из двух рассматриваемых событий. Пересечение событий предполагает одновременное выполнение обоих событий. Разность событий означает выполнение первого из них в отсутствии второго, а симметрическая разность – в выполнении первого в отсутствии второго либо второго в отсутствии первого. В результате получается алгебра событий, которая является также (-алгеброй. (
Замечание 4D.6. В последующей секции в соответствии с общими принципами излагаемой теории на множестве событий будет определена мера, которая оказывается вероятностью события. Сравнительная характеристика понятий теории меры и теории вероятностей приводится в Табл. 4D.2.

Замечание 4D.7. Дискретная и антидискретная топологии всегда представляют собой алгебры. Абсолютное большинство топологий, включая рассмотренные ранее топологии на множествах 
[image: image7.wmf]¡

 и C[0,1], алгебрами не являются. Этим обстоятельством в значительной степени объясняется независимое рассмотрение топологических и измеримых структур. 

Как обычно, особый интерес представляет для нас измеримое пространство действительных чисел. Зададим здесь семейство Г, включающее в себя конечные объединения открытых, замкнутых и полуоткрытых интервалов, в том числе, пустое множество, одноточечные множества и различные бесконечные интервалы. Тогда Г оказывается алгеброй, но не (-алгеброй. Оно превращается в (-алгебру при дополнении его всевозможными счетными объединениями указанных интервалов. 
Замечание 4D.8. Рассмотренные здесь алгебра и (-алгебра будут в дальнейшем наделяться дополнительной структурой, называемой мерой (см. Секция II). Вопросы измеримости связаны с дескриптивной теорией множеств XE "теория:множеств, дескриптивная" , которая изучает внутреннее строение множеств в зависимости от операций, с помощью которых они могут быть построены из множеств более простой природы. В частности борелевское множество получается в результате не более чем счетной совокупности объединения и пересечения открытых и замкнутых множеств топологического пространства (см. Блок С).
В дальнейшем нас будут интересовать не столько общие свойства измеримости множеств, сколько возможность их количественной оценки. Это возможно для особого класса множеств, наделенных измеримой структурой – пространств с мерой.
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ИЗМЕРИМЫЕ

ПРОСТРАНСТВА

Секция II
ПРОСТРАНСТВА С МЕРОЙ

Если не выработать новых точек зрения,

 не ставить новых целей,

 то математика со всеми ее

 строгими, логическими доказательствами 

вскоре исчерпает себя

 и в ней иссякнет запас питающих ее веществ.

Феликс КЛЕЙН
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Нет победы более крупной, чем та, что приводит к расширению границ человеческого познания.

ЮЛИЙ ЦЕЗАРЬ

После выделения на множестве семейства подмножеств, которые можно "померить" напрашивается вопрос, как конкретно осуществляется это "измерение". В результате приходим к понятию пространства с мерой, которое предполагают задание там некоторого специального функционала, называемого мерой (Комната 4D.2). Таким образом, любому измеримому множеству в пространстве с мерой ставится в соответствие число, характеризующее "размер" множества. В приложениях особенно часто используется мера Лебега, обобщением которой служит мера Лебега – Стилтьеса. В частности, линейная мера Лебега соответствует понятию длины отрезка. Особый интерес представляют также измеримые функции, для которых вводится понятие интеграла (Комната 4D.3). Одним из центральных понятий современного анализа является интеграл Лебега, широко применяемый во многих разделах Математики и далеко за ее пределами.  

Комната 4D.2. Меры
Знания как в некотором смысле разумного общего соглашения по вопросам обоснования математики, по-видимому, не существует.

         Эрик Темпл БЕЛЛ

Измеримость множества состоит, в некотором смысле, в потенциальной возможности оценки ее "размера". Количественная реализация этой возможности связана с понятием меры. Рассмотрим расширенную полупрямую 
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Определение 4D.4. Мерой XE "мера"  ( на кольце Г измеримого пространства (Х,Г) называется такое отображение из Г в 
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, что ((() = 0, причем для любых непересекающихся множеств M и N справедливо равенство 
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 (свойство аддитивности, см. Рис. 4D.4). Для (-аддитивной мерой на (-алгебре Г условие аддитивности заменяется на более сильное условие (-аддитивности: для любого счетного семейства {Мk} из Г имеет место равенство 
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Тройка (Х;Г,()  называется пространством с мерой XE "пространство:с мерой" .
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Рис. 4D.4. Аддитивность функционала.
Замечание 4D.9. Если существует хотя бы одно множество с ненулевой конечной мерой, то уже отсюда следует, что мера пустого множества будет равна нулю. В противном случае добавление к любому множеству конечной меры пустого множества изменило бы меру, несмотря на то, что само множество не изменилось. Из определения меры на кольце следует также, что мера объединения любого конечного семейства непересекающихся множеств равна сумме мер этих множеств.
Замечание 4D.10. Пространство с мерой (Х;Г,() представляет собой структуризованное множество с носителем Х и структурой, включающей в себя совокупность измеримых множеств Г (по крайней мере, кольцо) и меру (. 

Замечание 4D.11. В определении меры участвуют характеристики различных типов структур. Пополняя множество неотрицательных действительных чисел наибольшим элементом, мы пользуемся свойствами порядка. Выполняя объединение измеримых множеств и складывая меры, мы выполняем алгебраические операции. Наконец, в определении (-аддитивности присутствует бесконечная сумма, т.е. ряд, а значит, встает вопрос о его сходимости (существование бесконечной суммы), что относится уже к топологическим свойствам (ряды и их сходимость обсуждаются на Этаже 5). Таким образом, есть все основания описывать теорию меры в рамках смешанных структур. Отметим, однако, что непосредственным объектом исследования здесь являются измеримые множества, в то время как предельный переход при обосновании сходимости ряда осуществляется на вспомогательном множестве действительных чисел.
Замечание 4D.12. Мера является глобальной характеристикой множества, обладающей свойством аддитивности и равной нулю для пустого множества. Это понятие достаточно широко встречается на практике. Так, к числу геометрических мер относятся длина, площадь и объем. В частности, объем характеризует всё рассматриваемое тело сразу, причем объем тела, состоящего из нескольких составных частей, равен сумме объемов этих частей, а объем пустого множества равен нулю. Аналогичными свойствами обладают такие физические характеристики, как масса, энергия, заряд (положительный или отрицательный), количество тепла и т.д., также относящиеся к числу мер. Различные законы сохранения, являющиеся основополагающими принципами природы, обычно оказываются законами сохранения той или иной меры.

Замечание 4D.13. Меру можно определить не только на кольце но и на полукольце множеств. Оно представляет собой семейство множеств, включающих пустое множество, замкнутое относительно операции пересечения и такое, что разность любых его элементов представимо в виде конечного объединения попарно непересекающихся элементов этого семейства.  
Рассмотрим простейшие примеры пространств с мерой. На одноэлементном множестве 
X = {x} с (-алгеброй Г={(,X} можно задать меру ( с помощью равенств ((() = 0, ((X) = a, где a – произвольное неотрицательное число. На двухэлементном множестве X = {x,y} будем считать измеримым любое его подмножество. Тогда определим меру (, полагая ((() = 0, (({x}) = a, (({y}) = b, ((X) = a + b, где a и b – произвольные неотрицательные числа. В частности, можно считать меру каждого одноэлементного множества равной единице. Этот пример легко обобщается на любое конечное множество с булеаном в качестве семейства измеримых подмножеств. В частности, в качестве меры произвольного подмножества здесь можно выбрать число его элементов, т.е. мощность. Дальнейшим обобщением будет произвольное (не обязательно, конечное) множество с булеаном в качестве семейство измеримых подмножеств. Полагаем, что мера любого конечного подмножества X равна числу его элементов, а мера любого бесконечного множества – бесконечности. Соответствующая мера называется счётной. В общем случае мера называется конечной или бесконечной, если таковой оказывается мера носителя пространства. 

Рассмотрим некоторые дополнительные примеры.
Пример 4D.4. Вероятностная мера. Понятие меры является центральным в теории вероятностей XE "теория:вероятностей" . При этом измеримыми множествами оказываются случайные события (см. Пример 4D.3), а мерами – их вероятности. Так, вероятность характеризует событие в целом, т.е. является функцией множества, причем вероятность объединения нескольких независимых событий в точности равна сумме вероятностей этих событий. Предполагается, что мера носителя здесь равна единице, что соответствует понятию вероятностной меры XE "мера:вероятностная" . Пространство с вероятностной мерой называется вероятностным пространством. Если же в качестве меры на булеане конечного множества выбрать отношение мощности подмножества к мощности самого множества X, то в результате получается вероятностное пространство (см. Рис. 4D.5). Более полное описание аналогии между понятиями теории меры и теории вероятностей приводится в Табл. 4D.2. (
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Рис 4D.5. Вероятностное пространство.
Таблица 4D.2. Аналогия между понятиями теории меры и теории вероятностей 
	теории множеств и меры
	формула
	теория вероятностей

	алгебра множеств 
	(X,Г)
	алгебра множеств

	носитель 
	X
	достоверное событие 

	пустое множество 
	(
	невозможное событие 

	множество измеримых множеств
	Г
	множество событий

	измеримое множество
	M(Г
	случайное событие

	одноэлементное множество 
	M={x}
	простое событие

	многоэлементное множество
	M={x,y}
	сложное событие

	объединение множеств 
	M(N
	выполнение хотя бы одного из событий

	пересечение множеств 
	M(N
	одновременное выполнение событий

	множества не пересекаются 
	M(N=(
	события не зависимы 


	дополнительное множество
	X\M
	противоположное событие

	разность множеств
	M\N
	первое событие в отсутствии второго

	подмножество  
	M(N
	следствие событий

	пространство с мерой
	(X;Г,()
	вероятностное пространство

	мера множества
	((M)
	вероятность события 

	измеримая функция 
	f=f(x)
	случайная величина

	сходимость почти всюду 
	fk ( f  a.e. (a.s.)
	сходимость почти наверное

	сходимость по мере
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Пример 4D.5. Мера Дирака XE "мера:Дирака" . Рассмотрим произвольное множество X с некоторой 
-алгеброй. Зафиксируем какой-либо элемент х(X. Определим функционал (на подмножествах Xполагая для любого измеримого множества 
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 для любого измеримого множества М при выполнении включения х(М и 
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 в противном случае (см. Рис. 4D.6). Справедливость равенства 
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 очевидна. Пусть {Мk} есть произвольное разбиение множества М элементами -алгебры. При выполнении включения х(М существует единственное множество Мj указанного семейства, содержащее х (поскольку все эти множества не пересекаются). Тогда справедливы равенства 
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. Отсюда следует, что сумма всех значений ((Мk) в точности равна единице, т.е. значению ((М). В отсутствии включения х(М справедливы соотношения 
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 для всех значений параметра k. В этом случае в результате суммирования чисел ((Мk) получаем нуль, т.е. величину ((М). Таким образом, функционал ( является -аддитивным, а значит, оказывается мерой. Ее называют мерой Дирака, сосредоточенной на элементе х. Это пример вероятностной меры. (
Замечание 4D.14. Мера Дирака связана с понятием (-функции XE "(-функция" , являющейся распределением. 
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Рис. 4D.6. Мера Дирака.

Как и в случае других структур, в данном случае мы в значительной степени отталкиваемся от свойств множества действительных чисел. В частности, там можно определить алгебру, характеризуемую конечным объединением всевозможных интервалов, включая пустое множество, одноточечные множества, конечные и бесконечные интервалы. Определим на ней функционал (, полагая его значение на пустом множестве и одноточечных множествах, равным нулю, на любом конечном интервале (a,b) и соответствующих замкнутом и полуоткрытых интервалах равным b – a, а на любом бесконечном интервале равным (. Тогда для любого объединения М конечного числа непересекающихся интервалов Мk сумма значений ((Мk) в точности равна величине ((М). Тем самым введенный функционал оказывается мерой. 
Замечание 4D.15. Отметим меру Жордана, которая определена на кольце многогранников и является единственной аддитивной мерой такой, что меры изометричных (см. Блок C) многогранников равны, а мера единичного куба равна единице. 
На практике часто возникает необходимость задания меры не на алгебре, а на (-алгебре. Так, на Рис. 4D.7 сложная фигура (круг) представляется в виде счетного объединения простых фигур (прямоугольников), что позволяет определить площадь (меру) рассматриваемого объекта на основе (-алгебры плоских множеств. К сожалению, непосредственное определение меры на (-алгебре затруднительно. Поэтому обычно меру вводят на некоторой достаточно узкой алгебре, а потом продолжают ее на более широкую (-алгебру. Пусть, в частности, ( есть мера на алгебре Г множества Х. Тогда для любой (-алгебры Г', содержащей Г, существует такая мера (', что меры ('(М) и ((М) совпадает для любого множества M(Г; при М(Г' и ('(М) = 0 справедливо равенство ('(U) = 0 для любого подмножества U из М, принадлежащего Г; если существует такое счетное разбиение {Мk} из Г множества Х, что ((Мk)<( для всех k, то мера (' определена однозначно на наименьшей (-алгебре, содержащей Г.
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Рис. 4D.7. Сложная фигура представляется счетным объединением простых.

Замечание 4D.16. В данном случае речь идет о продолжении меры XE "продолжение:меры"  с алгебры на (-алгебру (более широкое множество). С аналогичной процедурой (распространение структуры на более широкое множество) мы уже неоднократно сталкивались в предшествующих этажах и блоках. При этом мера (' является таким продолжением меры (, что мера любого измеримого подмножества множества нулевой меры сама имеет нулевую меру, причем она определена однозначно на пересечении всех (-алгебр, включающих в себя класс Г (а это и будет наименьшая (-алгебра).

Получающаяся с помощью указанной процедуры (-алгебра, основанная на длинах интервалов на 
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, площадей прямоугольников на 
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, объемов параллелепипедов на 
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 и т.д. называется (-алгеброй лебеговых множеств XE "(-алгебра:лебеговых множеств" . Ее элементы называют измеримыми по Лебегу множествами XE "множество:измеримое по Лебегу" , а соответствующую ей меру ( ' – мерой Лебега. XE "мера:Лебега"  Однако в одномерном случае, т.е. для множества действительных чисел, являющегося основой построения структур любого типа, имеется возможность дать более простое определение меры Лебега, не связанное с продолжением меры. 
В соответствии с общим определением меры полагаем меру пустого множества равной нулю. Меру конечного открытого интервала (a,b) полагаем равной его длине 
[image: image26.wmf],
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 а меру любого бесконечного открытого интервала – бесконечности. Известно (см. Блок С), что любое открытое множество G на числовой прямой представимо в виде объединения не более чем счетного числа непересекающихся интервалов (ak,bk). Тогда мерой открытого множества XE "мера:открытого множества"  G на прямой назовем сумму мер составляющих его интервалов:
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Для задания меры числового множества произвольной природы вводится следующее вспомогательное понятие. Внешней мерой XE "мера:внешняя"  произвольного множества М из 
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 называется величина
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где нижняя грань берется по всем открытым множествам (элементам топологии (), содержащим М. Теперь можно перейти к рассмотрению измеримости числового множества общего вида и описанию его меры.

Замечание 4D.17. Внешняя мера определяется для любого множества на прямой и по своей природе мерой не является.

Определение 4D.5. Множество М на числовой прямой называется измеримым по Лебегу XE "множество:измеримое по Лебегу, линейное" , если справедливо соотношение
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При этом линейной мерой Лебега XE "мера:Лебега, линейная"  или просто, мерой Лебега XE "мера:Лебега"  ((М) измеримого множества М называется его внешняя мера.
Замечание 4D.18. Здесь речь идет о некоторой форме аппроксимации произвольного множества открытым (т.е. "достаточно хорошим" множеством, см. Рис. 4D.8).
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Рис. 4D.8. Построение меры Лебега.

Замечание 4D.19. За основу определения меры Лебега можно взять не открытые, а замкнутые множества. При этом множество считается измеримым по Лебегу, если его удается в некотором смысле аппроксимировать изнутри замкнутыми множествами. Внешняя мера здесь заменяется на внутреннюю XE "мера:внутренняя" . Получаемое в результате определение оказывается эквивалентным приведенному выше.
Пример 4D.6. Счетное множество. Рассмотрим сначала одноточечное множество {х}. В качестве открытых множеств, содержащих {х}, выбираем (-окрестности рассматриваемой точки, т.е. интервалы G( = (х-(,х+(). Разность G(\{х} представляет собой объединение интервалов (х-(,х) и (х,х+(), т.е. оказывается открытым множеством. Таким образом, справедливо соотношение
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Учитывая, что нижняя грань этого выражения по всем положительным значениям ( равна нулю, заключаем, что множество {х} измеримо. Пользуясь приведенным выше определением, найдем

        
[image: image33.wmf]{

}

(

)

(

)

00

inf(,)inf20.

xxx

ee

mmeee

>>

=-+==


Таким образом, мера одноточечного множества равна нулю (см. Рис. 4D.9).  Любое счетное множество М представимо в виде объединения счетного семейства одноточечных множеств {хk}. Поскольку семейство измеримых по Лебегу множеств образует (-алгебру, заключаем, что множество М измеримо. Тогда находим меру


[image: image34.wmf](

)

{

}

(

)

1

0.

k

k

Mx

mm

¥

=

==

å


Следовательно, мера любого счетного множества равна нулю. (
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Рис. 4D.9. Мера Лебега одноточечного множества равна нулю.

Замечание 4D.20. Процедура исследования включает в себя два этапа. Сначала устанавливается, что рассматриваемое множество измеримо, а потом находится его мера. Вспомним, что структура пространства с мерой включает в себя два элемента – перечень измеримых множеств и меру. Соответственно, и данный блок состоит из двух секций, в первой из которых исследуется сам факт измеримости множеств, а во второй – измеримым множествам ставится в соответствия их количественная характеристика, т.е. мера.

Возникает вопрос, всегда ли из равенства нулю меры множества следует, что это множество счетно? Чтобы разобраться с этим вопросом, познакомимся с одним из наиболее удивительных обитателей четвертого этажа и всего здания Математики в целом.

Пример 4D.7. Множество Кантора XE "множество:Кантора" . На отрезке [0,1] построим некоторое множество S с помощью следующей процедуры. На первом шаге включим в него среднюю треть рассматриваемого отрезка – интервал (1/3,2/3). На втором шаге добавим к S средние трети оставшихся отрезков – интервалы (1/9,2/9) и (7/9,8/9). Далее дополним S средними третями оставшихся отрезков. Продолжая этот процесс до бесконечности, получаем желаемое множество S. Множеством Кантора С называется дополнение в [0,1] к полученному множеству (см. Рис. 4D.10). 

Найдем мощность множества Кантора. Любое число из отрезка [0,1] можно представить в виде троичной дроби. Очевидно, все числа, попадающие в состав S на первом шаге описанного процесса, имеют в троичной записи первым знаком после запятой цифру 1 (см. Рис. 4D.13). На втором шаге в S включаются числа, у которых вторая значащая цифра есть 1, а на третьем шаге – числа с единицей в качестве третьего знака после запятой. Таким образом, множество Кантора включает все те и только те числа из отрезка [0,1], которые не имеют единиц в троичной записи. Следовательно, это множество характеризуется равенством

С  =  {0, 0.2, 0.02, 0.22, 0.002, 0.022, 0.202, 0.222, ...}.

Любому элементу х множество Кантора можно однозначно поставить в соответствие число х/2 из множества

С '  =  {0, 0.1, 0.01, 0.11, 0.001, 0.011, 0.101, 0.111, ...}.

Последнему можно сопоставить множество C'', каждый элемент которого имеет ту же запись, что и соответствующий элемент C', но только в двоичной системе счисления (например, второй элемент 0.1 множества С' представляет собой дробь 1/3, а соответствующий ему элемент 0.1 из С'' равен 1/2). Очевидно, множество C'' состоит из всевозможных чисел отрезка [0,1], записанных в двоичной системе. Следовательно, с точностью до формы записи множество С совпадает с отрезком [0,1]. Тогда равномощное ему множество Кантора имеет мощность континуум (см. Табл. 4D.3).
Найдем меру множество Кантора. Множество S является объединением открытых интервалов. Следовательно, оно открыто, и его мера равна сумме мер составляющих его интервалов. На k-ом шаге процесса построения множества имеем 2k  интервалов длиной  1/3k. В результате получаем равенство
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Пользуясь формулой суммы членов геометрической прогрессии, установим, что ((S) = 1. Поскольку множества С и S образуют разбиение отрезка [0,1], сумма их мер равна мере их объединения, т.е. длине рассматриваемого отрезка, равной единице. Отсюда следует равенство  ((С) = 0. Таким образом, множество Кантора имеет нулевую меру XE "мера:нулевая" . Итак, нулевую меру может иметь и множество мощности континуум. (
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Рис. 4D.10. Построение множества S – дополнения к множеству Кантора.

Табл. 4D.3. Определение мощности множества Кантора. 

	C
	0
	0.2
	0.02
	0.22
	0.002
	0.022
	0.202
	0.222

	C '
	0

0
	0.1

1/3
	0.01

1/9
	0.11

4/9
	0.001

1/27
	0.011

4/27
	0.101

10/27
	0.111

13/27

	C ''
	0

0
	0.1

1/2
	0.01

1/4
	0.11

3/4
	0.001

1/8
	0.011

3/8
	0.101

5/8
	0.111

7/8


Замечание 4D.21. Рассмотренное в последнем примере подмножество S единичного отрезка имеет меру, равную единице, т.е. мере самого отрезка. В этом случае говорят, что множество S на отрезке [0,1] имеет полную меру XE "мера:полная" .

Замечание 4D.22. Множество Кантора замкнуто, будучи дополнением к открытому множеству S (счетному объединению открытых интервалов). Кроме того, оно является множеством первой категории, т.е. "достаточно малым" подмножеством отрезка [0,1] с топологической точки зрения. Его малость с точки зрения теории меры состоит в том, что оно обладает нулевой мерой. В то же время множество S полной меры (т.е. "достаточно большое") является множеством второй категории, а значит, "топологически большим". Множества нулевой меры в определенной степени аналогичны множествам первой категории в топологии, будучи в соответствующем смысле "малыми" объектами. Однако топологическая и измеримая точки зрения различаются. В частности, множество первой категории может быть полной меры, а множество нулевой меры – второй категории.
Замечание 4D.23. Множество Кантора является примером фрактала – множества обладающего свойством самоподобия, т.е. целый объект в некотором смысле подобен своей части. Для таких объектов определяют дробную размерность в смысле Хаусдорфа.
А теперь познакомимся с еще одним фантастическим представителем числовых множеств. 

Пример 4D.8. Множество Витали XE "множество:Витали" . Рассмотрим окружность М единичной длины и произвольное иррациональное число (. Определим преобразование Аn : М ( М, которое состоит в повороте окружности М на угол (n(, где n – произвольное целое число. На множестве М введем отношение эквивалентности (, считая условие х(у выполненным при наличии равенства у = Аnх для некоторого n(
[image: image38.wmf]¢

(см. Рис. 4D.11). Рассмотрим фактормножество M/(. Каждый его элемент (класс эквивалентности) является счетным множеством и имеет вид {Anx | n(
[image: image39.wmf]¢

}, где х – некоторая точка на окружности. Определим множество Витали Ф0, включив в него ровно по одному представителю из каждого класса эквивалентности. Рассмотрим множество Фn = АnФ0, получаемое из Ф0 после действия оператором Аn. Очевидно, любая точка х(Ф0 под действием Аn попадает в точку Аnх, эквивалентную х (см. Рис. 4D.12). Таким образом, оператор Аn не выводит за пределы данного класса эквивалентности (представляет собой операцию первого порядка на этом множестве). Следовательно, для любого n(
[image: image40.wmf]¢

 множество Фn содержит ровно по одному элементу из каждого класса эквивалентности. Предположим, что при n(0 существует такая точка х из М, что имеет место включение х(Ф0(Фn. Из определения множества Фn следует, что существует такая точка у(Ф0, что х = Ау. Тогда точки х и у эквивалентны, что противоречит определению множества Витали, включающему ровно по одному элементу из каждого класса эквивалентности. Следовательно, множества Ф0 и Фn не пересекаются. Аналогичным образом устанавливается соотношение Фn (Фm = ( для всех n(m.

Множество Ф0 включает в себя по одному элементу из каждого класса эквивалентности. Тогда для любой точки х из М существует эквивалентная ей точка у из Ф0, т.е. для некоторого номера n справедливо равенство х = Аnу, а значит, х(Фn. В результате заключаем, что каждая точка окружности М принадлежит какому-либо из множеств Фn. Тогда семейство {Фn} образует разбиение множества М.
Очевидно, преобразование Аn не меняет меру множества. Тогда случае измеримости множества Витали измеримы и все множества Фn, причем их меры совпадают. Пользуясь свойством (-аддитивности меры, находим значение
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В силу равенства мер Фn последняя сумма равна нулю при ((Ф0) = 0 и равна бесконечности, если множество Витали имеет положительную меру. В то же время ((М) = 1, поскольку по определению М есть окружность единичной длины. В результате заключаем, что множество Витали не измеримо XE "множество:не измеримое" . (
Замечание 4D.24. При построении множества Витали использовалась одна чрезвычайно важная теоретико-множественная конструкция. В состав множества Ф0 включалось ровно по одному представителю из бесконечного семейства классов M/(. Однако не очевидно, что такая процедура корректна, т.е. в результате получается некоторое множество. Обоснование ее корректности опирается на аксиому выбора XE "аксиома:выбора" , согласно которой для любого семейства множеств можно осуществить выбор по одному элементу из каждого множества так, чтобы совокупность всех этих элементов образовывала бы новое множество. Это утверждение эквивалентно теореме Цермело XE "теорема:Цермело"  и лемме Цорна XE "лемма:Цорна"  и играет весьма специфическую роль в системе аксиом теории множеств. В частности, возможна система аксиом теории множеств, в которой аксиома выбора выполняется. Однако допустима и аксиоматика, в которой это утверждение не имеет места. Это обстоятельство связано со знаменитой теоремой Гёделя о неполноте XE "теорема:Гёделя о неполноте" .
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Рис. 4D.11. Эквивалентность точек на окружности.
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Рис. 4D.12. Эквивалентность множеств Ф0 и Фn.

Замечание 4D.25. Приведенный пример позволяет оценить размеры класса неизмеримых множеств. Каждому иррациональному числу соответствует свое неизмеримое множество Витали. Каждый способ выбора представителя из классов эквивалентности приводит к новому неизмеримому множеству. Наконец, описанная выше процедура построения неизмеримого множества применима не только к М, но и к любому другому измеримому множеству положительной меры. Для этого достаточно отобразить последнее в окружность и построить на полученной окружности неизмеримое подмножество типа Витали, которое отображается на неизмеримое подмножество исходного множества с помощью соответствующего обратного оператора. Тем самым любое непустое измеримое множество обладает (далеко не единственным!) неизмеримым подмножеством. В результате заключаем, что абсолютное большинство числовых множеств оказываются не измеримыми. Однако любое подмножество множества нулевой меры измеримо и имеет нулевую меру. Отметим, что неизмеримые множества получаются при "достаточно сильном перемешивании" точек исходного множества. В этой связи "обычные" множества, с которыми мы встречаемся в анализе и его приложениях, как правило, все-таки оказываются измеримыми.

Замечание 4D.26. Известен парадокс Банаха – Тарского XE "парадокс:Банаха - Тарского" , согласно которому сферу можно разбить на конечное число попарно не пересекающихся множеств, из которых можно собрать сферу другого (большего или меньшего) радиуса. Естественно, получаемые при этом части сферы заведомо не измеримы, а иначе будет нарушено свойство аддитивности меры. 

Замечание 4D.27. На Этаже 5 мы убедимся, что линейная мера является разрывным функционалом, т.е. топологическая и измеримая структуры числового множества не согласованы. Это обстоятельство служит дополнительным основанием для их расположения в отдельных блоках четвертого этажа. С другой стороны, на множестве всевозможных поворотов окружности можно ввести согласованные структуры группы и топологического пространства в том смысле, что алгебраические операции окажутся непрерывными.
Естественным обобщением меры Лебега служит мера Стилтьеса. Как обычно, считаем меру пустого множества равной нулю. Пусть задана произвольная неубывающая функция одной переменной  = (). Тогда существуют пределы справа и слева
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Определим меру интервала  (a,b)  по формуле
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Рассмотрим произвольное открытое множество G на прямой, представимое в виде объединения открытых интервалов 
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Меру этого множества зададим следующим образом:
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Внешней мерой XE "мера: Стилтьеса, внешняя"  Стилтьеса произвольного подмножества М числовой прямой назовем число 


[image: image48.wmf](

)

(

)

inf,

G

MG

aa

mm

=

 

где нижняя грань берется по всем открытым множествам G, содержащим М. По аналогии с Определением 4D.5 имеем

Определение 4D.6. Множество М называется измеримым по Стилтьесу XE "множество:измеримое по Лебегу, линейное" , если справедливо соотношение

[image: image49.wmf](

)

inf\0.

G

GM

a

m

=


При этом мерой Стилтьеса XE "мера:Лебега, инейная"  ((М) измеримого множества М называется его внешняя мера.

Естественно, каждой функции  соответствует своя мера Стилтьеса. В частности, выбирая функцию (() = (, получаем описанную ранее меру Лебега. Рассмотрим меры Стилтьеса для некоторых специфических функций .

Пример 4D.9. Непрерывно дифференцируемая функция. Предположим, что функция  непрерывно дифференцируема на интервале (a,b). Тогда справедливо равенство
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где интеграл понимается в смысле Римана. Таким образом, в данном случае мера Стилтьеса может быть описана в рамках классической теории интегрирования. (
Замечание 4D.28. Очевидно, если функция  постоянна на интервале (a,b), то мера этого интервала будет равна нулю. 

Пример 4D.10. Характеристическая функция. Пусть  есть характеристическая функция бесконечного полуинтервала [0,(), которая является неубывающей, будучи равной нулю для отрицательных значений аргумента и единице для неотрицательных значений. Соответствующая мера Стилтьеса произвольного интервала равна 
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Пользуясь описанной выше конструкцией, заключаем, что мера произвольного измеримого множества М равна единице при выполнении включения  0(М  и нулю – в противном случае. В результате получается описанная ранее мера Дирака, сосредоточенная в нуле. (
Пример 4D.11. Функция Кантора XE "функция:Кантора" . Зададим функцию  равной 1/2 на интервале (1/3,2/3), 1/4 – на интервале (1/9,2/9), 3/4 – на интервале (7/9,8/9), 1/8 – на интервале (1/27,2/27) и т.д. (см. Рис. 4D.13). Тем самым определяется некоторая функция на множестве S из Примера 4D.7. Доопределяя ее по непрерывности на множество Кантора, получаем функцию Кантора, которая оказывается непрерывной и неубывающей на единичном отрезке. Рассмотрим соответствующую ей меру Стилтьеса. Множество S представляет собой счетное объединение соответствующих интервалов. Тогда значение ((S) представляет собой сумму мер всех этих интервалов. По построению на каждом из этих интервалов функция постоянна. Тогда мера ( любого такого интервала будет равна нулю, откуда следует, что ((S) = 0. Согласно определению меры Стилтьеса значение (на единичном отрезке равно единице. Множества С и S образуют разбиение отрезка [0,1]. Отсюда в силу аддитивности меры следует, что ((С) = 1. Таким образом, мера Стилтьеса, соответствующая функции Кантора, равна единице на множестве Кантора нулевой меры Лебега и равна нулю на множестве S единичной меры Лебега. 
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Рис. 4D.13. Функция Кантора.

Замечание 4D.29. Характеристическая функция множества Кантора равна единице на этом множестве и нулю вне его. Эта функция равна почти всюду (всюду за исключением множества нулевой меры) нулю в смысле меры Лебега и единице в смысле меры Стилтьеса из рассмотренного выше примера. Тем самым одна и та же функция может обладать качественно разными свойствами по отношению к различным мерам. 

Замечание 4D.30. При задании меры на множествах, наделенных топологической структурой, ее согласовывают определенным образом с топологией пространства. В частности, мера Бореля определяется на всех открытых множествах, а значит, и на всех борелевских множествах. Отметим также меру Хаусдорфа, определенную на борелевской (-алгебре метрического пространства. Мера Хаара определяется на локально компактной хаусдорфовой топологической группе (см. Этаж 5). Еще более общим является понятие меры Радона.
Замечание 4D.31. Обобщением понятия меры служит заряд, обладающий, подобно мере, свойством аддитивности, но допускающий отрицательное значение. Физическим прототипом этого понятия является электрический заряд. Всякий заряд представим в виде разности двух мер. В частности, электрический заряд равен разности между положительным зарядом исследуемого объекта и его отрицательным зарядов, который (взятый по модулю) также является мерой.   

Замечание 4D.32. Отметим метрическую теорию чисел, в которой на основе теории меры изучаются свойства числовых множеств.

Рассмотрим теперь операторы, действующие в пространствах с мерой. Даны пространства с мерой (Х;Г,() и (Y;(,(), а также измеримый оператор  А : (Х,Г) ( (Y,().
Определение 4D.7. Отображение А : (Х;Г,() ( (Y;(,() сохраняет меру XE "оператор:сохраняющий меру" , если справедливо соотношение
((А-1(М)) = ((М) (М((.

Если оператор А обратим, причем как он сам, так и соответствующий обратный оператор сохраняют меру, то его называют изоморфизмом меры XE "изоморфизм:меры" , а рассматриваемые пространства с мерой – изоморфными (Рис. 4D.1 XE "пространства:с мерой, изоморфные" 4).
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Рис. 4D.14. Изоморфизм пространств с мерой.

Замечание 4D.33. Операторы, сохраняющие меру, и изоморфизмы меры являются морфизмами и изоморфизмами в категории пространств с мерой (см. Этаж 6) и являются аналогами соответствующих понятий других категорий (см. Рис. 4D.15). 
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Рис. 4D.15. Оператор, сохраняющий меру, 
непрерывный оператор, гомоморфизм и монотонный оператор.

Замечание 4D.34. Изоморфизм объектов в смысле меры качественно отличается от топологического изоморфизма (см. Рис. 4D.16). Так, окружность и отрезок той же длины изоморфны в смысле теории меры, но не гомеоморфны: чтобы преобразовать окружность в отрезок, нужно ее разрезать, т.е. выполнить разрывное преобразование. С другой стороны, любые две окружности изометричны, но, вообще говоря, не изоморфны в смысле меры.
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Рис. 4D.16. Соотношения между объектами на плоскости.

Можно ввести понятие свойства меры XE "свойство:меры"  – свойства множества, не меняющееся при изоморфизмах меры. Изоморфные пространства с мерой обладают одинаковыми свойствами меры. Так, все пространства с ненулевой конечной мерой на одноэлементном множестве изоморфны, а любое пространство с конечной мерой изоморфно некоторому вероятностному пространству. Простейшим примером изоморфизма меры на множестве действительных чисел является оператор сдвига XE "оператор:сдвига" , определяемый соотношением Ах = х+с для любого х(
[image: image56.wmf]¡

, где с – произвольное действительное число. На плоскости сохраняет меру оператор сдвига и оператор поворота XE "оператор:поворота"  (поворачивает данную плоскую фигуру на некоторый угол вокруг какого-либо центра). Менее тривиальный пример оператора, сохраняющего меру на плоскости, задается по формуле А(х,у) = (2х, у/2) для всех х, у(
[image: image57.wmf]¡

. Оператор А "растягивает" вдвое рассматриваемую плоскую фигуру по первой координате и "сжимает" ее по второй координате (см. Рис. 4D.17).
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Рис. 4D.17. Оператор, сохраняющий меру.
Замечание 4D.35. Преобразования, включающие всевозможные сдвиги и повороты на плоскости образуют группу относительно композиции преобразований, называемую группой движений (см. Этаж 5). Каждый элемент этой группы (движения на плоскости) является изоморфизмом меры (см. Рис. 4D.18).

Замечание 4D.36. Для пространств с мерой имеют смысл различные общие конструкции. В частности, имеет смысл произведение мер, связанное с определением меры на произведении носителей пространств.
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Рис. 4D.18. Движения на плоскости – изоморфизмы меры.

Нам предстоит познакомиться еще с важнейшим приложением теории меры – интегрированием.
Комната 4D.3. Интегрирование
Даже если бы математика насильно была отрезана от всех прочих каналов человеческой деятельности, в ней достало бы на столетия пищи для размышления над большими проблемами, которые мы могли бы еще решать в собственной науке.

       Жан ДЬЕДОННЕ

В различных приложениях анализа широко используется понятие измеримой функции.

Определение 4D.8. Функция х одной переменной измерима XE "функция:измеримая" , если множество 
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 измеримо для любого числа а.
Замечание 4D.37. В определении измеримой функции вместо знака > можно было бы с равным успехом использовать отношения <, (  или (. Согласно этому определению функция f измерима, если для любого числа а прообраз f -1(a,() измерим. Учитывая, что бесконечный интервал (а,() открыт, а значит, измерим, заключаем, что измеримость функции согласуется с понятием измеримого оператора (см. Комната 4D.1).
Замечание 4D.38. В теории вероятностей измеримым функциям соответствует случайные величины.

Естественно, каждой мере соответствует свое понятие измеримой функции. В частности, если для некоторой функции х множество Еа(х) измеримо по Лебегу для любого действительного числа а, то рассматриваемая функция также называется измеримой по Лебегу XE "функция:измеримая по Лебегу" . 
Пример 4D.12. Непрерывная функция. Рассмотрим непрерывную функцию х по отношении к (-алгебре действительных чисел. Множество Еа(х) представляет собой прообраз открытого интервала (а,(). Известно, что прообраз любого открытого множества при действии непрерывного оператора непременно является открытым множеством. Отсюда следует, что множество Еа(х) измеримо, а значит, любая непрерывная функция измерима (см. Рис. 4D.19).
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Рис. 4D.19. Измеримость непрерывной функции.

Убедимся, что измеримой может оказаться и функция с достаточно большим числом точек разрыва.

Пример 4D.13. Функция Дирихле XE "функция:Дирихле" . Функция D на отрезке [0,1] равна единице во всех рациональных и нулю во всех иррациональных точках отрезка [0,1]. Множество Ea(D) равно [0,1] для отрицательных значений параметра а, пересечению 
[image: image62.wmf]¤

([0,1] при 0(а<1 и пустому множеству при а(1. Таким образом, множество Ea(D) представляет собой либо весь отрезок [0,1], либо счетное множество, либо пустое множество. Все они измеримы. Отсюда следует измеримость функции Дирихле (см. Рис 4D.20). Итак, функция с бесконечным (и даже плотным!) множеством точек разрыва может оказаться измеримым. (
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Рис. 4D.20. Измеримость функции Дирихле.

Приведем пример неизмеримой функции.

Пример 4D.14. Функция Витали XE "функция:Витали" . Определим множество V на отрезке [0,1], полагая ее равной единице на множестве Витали (перенесенной на отрезок) и нулю вне его. Ей соответствует множество Ea(V), равное [0,1] для отрицательных значений параметра а, множеству Витали при 0(а<1 и пустому множеству при а(1. При 0(а<1 множество Ea(V) не измеримо. Следовательно, функция Витали не измерима XE "функция:не измеримая" .(
Замечание 4D.39. Последний пример и рассуждения из Замечания 4D.25 говорят о том, что абсолютное большинство функций измеримыми не являются. Тем не менее, класс измеримых функций достаточно широк и чрезвычайно важен для многих приложений.

В теории меры принято игнорировать поведение объекта на множестве нулевой меры. Говорят, что некоторое свойство выполняется почти всюду на измеримом множестве М, если нарушение этого свойства возможно лишь подмножестве из М нулевой меры.
Замечание 4D.40. Естественно выполнение какого-либо свойства почти всюду обусловлено конкретной мерой. Так, любая функция, равная нулю в нуле будет равна почти всюду в смысле меры Дирака, сосредоточенной в нуле. С другой стороны, равенство функции нулю в отдельной точке (и даже на счетном множестве точек, и даже на некоторых классах несчетных множеств) еще не о чем не говорит, если рассматривается мера Лебега.

Две измеримые функции эквивалентны  XE "эквивалентность:измеримых функций" по мере (, если они равны почти всюду в смысле этой меры. Функция Дирихле равна нулю почти всюду, поскольку она отличается от нуля лишь на счетном множестве рациональных точек единичного отрезка. Тогда функция Дирихле эквивалентная нулю в смысле меры Лебега. Две функции, совпадающие в одной точке, эквивалентны в смысле меры Дирака, сосредоточенные в этой точке.

Замечание 4D.41. Эквивалентные измеримые функции могут быть отождествлены. В частности, при определении пространств интегрируемых функций (см. Этаж 5), класс эквивалентности измеримых функций понимается как единый элемент пространства.
Замечание 4D.42. Для измеримых функций можно ввести различные понятия сходимости. Так последовательность сходится почти всюду, если мера множества, где сходимость отсутствует равна нулю. Последовательность измеримых функций 
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. Согласно теореме Рисса, если последовательность измеримых функций сходится по мере, то у нее существует подпоследовательность, сходящаяся почти всюду. В случае конечной меры, последовательность сходится по мере тогда и только тогда, когда у любой ее подпоследовательности существует подпоследовательность, сходящаяся почти всюду. В теории вероятностей сходимостям почти всюду и по мере соответствуют понятия сходимости почти наверное и по вероятности. В частности, последовательность случайных величин 
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 сходится почти наверное, если вероятность тех значений t(X, для которых имеет место сходимость 
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 равна единице. Последовательность сходится по вероятности, если для любого (>0 вероятность таких значений t, что 
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. Отметим также теорему Лузина, согласно которой измеримую функцию одной переменной можно сколь угодно точно аппроксимировать непрерывной функцией. Рассматривая сходимость измеримых функций, мы уже работаем со смешанными структурами. Более подробно эти вопросы рассматриваются на Этаже 5. 
Замечание 4D.43. Свойства функций на основании понятия меры множества изучаются в метрической теории функций XE "теория:функций, метрическая" .

Обратимся теперь к определению одного из важнейших понятий современного анализа – интеграла Лебега. Функция х на отрезке [a,b] называется простой, XE "функция:простая"  если существует такой конечный набор подмножеств 
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 этого отрезка, образующий его разбиение, что выполняется равенство  
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где ci – константа, (i – характеристическая функция множества Mi отрезка [a,b], i = 1,… , n. Интегралом XE "интеграл:от простой функции"  от простой функции называется величина (см. Рис. 4D.21)
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где  – мера Лебега. Введенное понятие можно распространить и на измеримые функции более общего вида.   
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Рис. 4D.21. Интеграл от простой функции. 

Определение 4D.9. Функция х называется интегрируемой по Лебегу XE "функция:интегрируемая по Лебегу"  на [a,b], если существует последовательность {xk} простых функций, которая почти всюду в смысле меры Лебега сходится к функции х, причем существует предел
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называемый интегралом Лебега XE "интеграл:Лебега"  функции х на отрезке [a,b].

Замечание 4D.44. В определении интеграла явным образом используется предельный переход, представляющий собой топологическую процедуру. Однако он реализуется на вспомогательном множестве действительных чисел, в то время как непосредственными объектами исследования здесь являются функции. Впрочем, как уже неоднократно отмечалось, отнесение того или иного сюжета к конкретному блоку носит условный характер. 
Для пояснения конструкции интеграла Лебега множество значений  х([a,b]) разобьем на части точками 
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 такими, что
y0  =  inf  х  < y1 <  ... < yn  =  sup х.

Рассмотрим множества
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и интегральную сумму Лебега XE "сумма:интегральная, Лебега" 
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Если существует предел интегральной суммы при стремлении к нулю длины максимального из отрезков [yi-1,yi], не зависящий от способа разбиения множества х([a,b]), то он называется интегралом Лебега XE "интеграл:Лебега"  функции х на отрезке [a,b]. 
Замечание 4D.45. Интегральная сумма Sn представляет собой интеграл от соответствующей простой функции. 

При построении интегральной суммы Римана XE "сумма:интегральная, Римана"  производится разбиение области определения функции, а при построении интегральных сумм Лебега – области значений (см. Рис. 4D.22).
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Рис. 4D.22. Конструкция интегралов Римана и Лебега.

Пример 4D.15. Функция Дирихле XE "функция:Дирихле" . При построении интегральной суммы Римана на каждом участке разбиения области определения функции Дирихле D найдутся как рациональные, так и иррациональные точки. Тогда результат будет зависеть от выбора точек элементарного отрезка. Следовательно, эта функция не интегрируема по Риману. Найдем ее интеграл Лебега. Разбивая область значений D([0,1]) = [0,1] произвольным образом точками {yi}, находим множества  
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Очевидно, множества (2 , ... , (n-1  пусты,  (1  включает в себя все иррациональные, а (n – рациональные точки отрезка. Тогда справедливы равенства
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Таким образом, находится интегральная сумма Sn = (y1-y0). Переходя к пределу, когда длина максимального из отрезков [yi-1,yi] стремится к нулю, установим, что Sn(0. Следовательно, интеграл Лебега от функции Дирихле равен нулю. (
Замечание 4D.46. Как видно из рассмотренного примера существует класс функций, интегрируемых по Лебегу, не обладающих интегралом Римана XE "интеграл:Римана" . Кроме того, под знаком интеграла Лебега имеется возможность переходить к пределу (теорема Лебега XE "теорема:Лебега" ), менять пределы интегрирования при рассмотрении повторных интегралов (теорема Фубини XE "теорема:Фубини" ), получать полные пространства интегрируемых функций, см. Этаж 5. Интеграл Римана подобными свойствами не обладает, вследствие чего его место в современной Математике существенно более скромное.

Замечание 4D.47. Разница между интегралами Римана и Лебега легко прослеживается при рассмотрении чрезвычайно важной процедуры подсчета денег, также относящейся к теории интегрирования. Здесь аргументом является номер монеты или купюры из числа имеющихся в наличии денег, а значением функции – ее достоинство. Интеграл будет равняться общей сумме имеющихся у нас в наличии денег. При вычислении интеграла Риман суммирует деньги в порядке их поступления (первая купюра достоинством в пять долларов плюс вторая купюра достоинством в десять долларов и т.д.). Лебег предлагает сначала сгруппировать все деньги в кучки по их достоинству (по одному, пяти и т.д. долларам), затем подсчитать количество купюр в каждой группе (т.е. найти меру соответствующего множества), после чего сложить полученные значения. В том случае, когда объем денежной массы невелик (функция достаточно простая), схема Римана подсчета денег вполне приемлема. Однако при наличии значительного количества денег схема Лебега оказывается предпочтительнее.
Замечание 4D.48. В конструкции интеграла фактически присутствуют пределы конечных сумм, когда число слагаемых неограниченно возрастает. Эта процедура связана с понятиями ряда и его суммы и предполагает использование как алгебраического (вычисление суммы), так и топологического (переход к пределу) аппарата. Подобные вопросы относятся к теории смешанных структур (см. Этаж 5).
Понятие интеграла можно ввести и на более общих пространствах с мерой. Рассмотрим, в частности, неубывающую функцию  и простую функцию х на отрезке [a,b], принимающую значения ci на подмножествах Mi отрезка [a,b], i = 1,…,n. Интегралом Лебега – Стилтьеса от простой функции х называется величина 


[image: image83.wmf](

)

1

()d(),

i

b

n

i

i

a

M

хc

a

xaxm

=

=

å

ò


где  – мера Лебега – Стилтьеса. По аналогии с предшествующем определением имеем. 

Определение 4D.10. Функция х называется интегрируемой по Лебегу – Стилтьесу XE "функция:интегрируемая по Лебегу - Стилтьесу"  на [a,b], если существует последовательность {xk} простых функций, которая почти всюду в смысле меры Стилтьеса сходится к функции х, причем существует предел
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называемый интегралом Лебега – Стилтьеса XE "интеграл:Лебега - Стилтьеса"  функции х на отрезке [a,b].

Естественно, каждой функции  соответствует свой интеграл Лебега – Стилтьеса. Очевидно, интеграл Лебега – Стилтьеса в смысле функции ((совпадает с обычным интегралом Лебега. Интеграл Лебега – Стилтьеса относительно непрерывно дифференцируемой функции  равен 
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а интеграл Лебега – Стилтьеса, соответствующий мере Дирака, сосредоточенной в некоторой внутренней точке ( рассматриваемого отрезка, определяется по формуле 
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Аналогичным образом могут быть определены интегралы и на других пространствах с мерами. 
Замечание 4D.49. Итак, интеграл по мере Дирака представляет собой значение данной функции в соответствующей точке. Если же мы рассмотрим меру, представляющую собой сумму мер Дирака, сосредоточенных в различных точках, то соответствующий интеграл будет равен сумме значений данной функции в рассматриваемых точках. Интеграл по счетной сумме мер Дирака будет представлять собой бесконечную сумму значений функции, т.е. ряд. Тем самым интеграл Лебега – Стилтьеса позволяет описывать с единых позиций конечные суммы, бесконечные суммы (ряды) и обычные интегралы. Таким образом, мы имеем теорию, позволяющую с единых позиций описывать дискретные объекты (суммы) и непрерывные объекты (интегралы). Вспоминаем также, что при определении метрики на множестве векторов, последовательностей и функций мы пользовались схожими конструкциями, представляющими собой, соответственно, конечные суммы, ряды и обычные интегралы (см. Блок C). Фактически эти соотношения различались исключительно типом меры. Отметим также, что в математической физике решение краевых задач зачастую представляется в виде рядов Фурье для ограниченных областей и интегралов Фурье для неограниченных областей. Соответствующие формулы различаются исключительно типом рассматриваемой меры, а сами эти результаты являются следствиями спектральной теории операторов, базирующейся на теории меры. В последнем случае используется проекционная мера.    
Мы рассмотрели важнейшие классы "чистых" структур, познакомившись с упорядоченными, алгебраическими, топологическими и измеримыми объектами. В заключительном блоке четвертого этажа нам предстоит познакомиться с множествами, наделенными различными типами структур одновременно. Казалось бы, здесь мы не сможем встретиться с какими-либо принципиально новыми идеями, а рассматриваемые множества попросту будут обладать одновременно несколькими типами свойств (например, топологическими и алгебраическими). Однако в том случае, когда разные типы структур на множестве в некотором смысле согласованы между собой, мы получаем качественно новый объект с существенно более богатыми свойствами. Именно с такими объектами, как правило, и приходится иметь дело математикам.
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